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Re´sume´. Dans cette Note, nous e´tudions les groupes G satisfont la condition (N , 3), c’est-a`-dire, si chaque
ensemble de n+ 1 e´le´ments de G contient une paire {x, y} telle que le sous-groupe (x, y〉 soit nilpotent.
Groups satisfying a nilpotence condition
Abstract. In this Note we study the groups G satisfying condition (N , n), that is, every subset of G with n+ 1
elements contains a pair {x, y} such that the subgroup 〈x, y〉 is nilpotent.
1. Introductions et re´sultats
Soient X une classe de groupes et n un entier positif. Nous dirons qu’un groupe G satisfait la condition
(X , n) si chaque ensemble de n + 1 e´le´ments de G contient une paire {x, y} telle que le sous-groupe
(x, y〉 soit un X -groupe. Par exemple, si X est freme´e par passage aux sous-groupes, un groupe qui est
la re´union de n sous-groupes de X satisfait la condition (X , n). Soit N la classe des groupes nilpotents.
Dans [1], Endimioni a prouve´ qu’un groupe fini G satisfaisant la condition (N , 3) est nilpotent et le groupe
syme´trique S3 satisfait la condition (N , 4). Une question qui se pose naturellement est
Question 1. – Y a-t-il un groupe satisfaisant la condition (N , 3) qui n’est pas faiblement nilpotent ? (on
dit qu’un groupe est faiblement nilpotent s’il satisfait la condition (N , 1)).
Nous donnons quelques re´ponses partielles a` la question ci-dessus. On sais que dans un groupe G les con-
ditions suivantes sont e´quivalentes :
1) G est nilpotent.
2) G est faiblement nilpotent.
3) G est le produit direct de ses sous-groupes de Sylow.
Il est bien connus que les conditions ci-dessus ne sont pas e´quivalentes dans un groupe quel conque. Dans
cette Note, on preuve que si l’un groupe G satisfaisant la condition (N , 3), alors l’ensemble d’e´le´ments
de G d’ordre fini est un sous-groupe de G qui est le produit direct des sous-groupes de Sylow de G et le
produit direct des 2′-sous-groupes de Sylow de G est faiblement nilpotent (voir la proposition 2.1). Nous
ge´ne´ralisons en outre le re´sultat d’Endimioni [1] a` quelques grandes classes des groupes contenant la classe
des groupes finis comme des groupes satisfaisant la condition maximale sur les sous-groupes abe´liens et
groupes re´siduellement (2′-fini) (voir le corollaire 2.2).
Nous noterons N ou N∞ la classe des groupes nilpotents et si λ un entier positif, nous noterons Nλ la
class des groupes nilpotents de classe au plus e´gale a` λ. Notons qu’un groupe fini satisfaisant la condition
(N , n), en fait, satisfait la condition (Nc, n) pour un entier positif c. Ainsi une autre question qui se pose
naturellement est celle pour laquelle nombre entier positif c, chaque groupe satisfaisant la condition (Nc, 3)
est faiblement nilpotent. Dans la dernier partie de cette Note, on e´tudie des groupes satisfaisant (Nc, 3) pour
petit c.
Cette recherche a e´te´ finance´e par le projet (nume´ro 801031) de l’universite´ d’Ispahan.
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2. De´monstrations
PROPOSITION 2.1. – Soient G un groupe satisfaisant la condition (Nλ, 3) ou` λ un entier positif ou ∞
et p, q deux nombres premiers distincts. Alors
1.
〈
x2, y
〉
∈ Nλ et 〈x, xy〉 ∈ Nλ pour tous x, y ∈ G. En particulier, si λ < ∞ alors G est un groupe
de (λ+ 1)-Engel et si λ = ∞ alors G est un groupe d’Engel.
2. Si x est un p-e´le´ment et y est un q-e´le´ment de G, alors xy = yx.
3. l’ensemble de p-e´le´ments de G est un sous-groupe Tp. En particulier, l’ensemble des e´le´ments d’or-
dres finis est un sous-groupe T de G qui est le produit direct des Tp .
4. S = Drp6=2Tp satisfait la condition (Nλ, 1).
De´monstration. – (1) Conside´rons l’ensemble {x, y, xy, x2y}. Il est aise´ de voir que chaque sous-
groupe engendre´ par deux e´le´ments de l’ensemble ci-dessus est e´gal a`
〈
x2, y
〉
ou a` 〈x, y〉. Alors par hy-
pothe`se, 〈x, y〉 ∈ Nλ ou
〈
x2, y
〉
∈ Nλ. Mais
〈
x2, y
〉
≤ 〈x, y〉, donc certainement
〈
x2, y
〉
∈ Nλ.
Pour prouver 〈x, xy〉 ∈ Nλ, conside´rons l’ensemble {x, y, xy, yx} et encore notons que chaque sous-
groupe engendre´ par deux e´le´ments de l’ensemble ci-dessus est e´gal a` 〈x, y〉 ou a` 〈xy, xy〉. Alors par
hypothe`se, 〈x, y〉 ∈ Nλ ou 〈xy, xy〉 ∈ Nλ. Mais 〈xy, yx〉 ≤ 〈x, y〉, donc certainement 〈xy, yx〉 ∈ Nλ.
Maintenant, supposons que a, b ∈ G, x = b et y = b−1a ; alors on a
〈
a, ab
〉
∈ Nλ.
Notons que si 〈x, xy〉 est nilpotent de classe au plus c alors [(xy)−1,c x] = 1, donc 1 = [[y, x],c x] =
[y,c+1 x], ce qui ache`ve la de´monstration de la partie (1).
(2) Nous avons
x−1xy = [x, y] = y−xy.
D’apre`s la partie (1), les deux sous-groupes 〈xy , x〉 et 〈yx, y〉 sont nilpotents. Pour cela, [x, y] est non
seulement un p-e´le´ment mais aussi un q-e´le´ment. Il en re´sulte que [x, y] = 1.
(3) Supposons que x, y sont deux p-e´le´ments de G. Si p 6= 2, alors 〈x2, y〉 = 〈x, y〉. Alors, d’apre`s
la partie (1), 〈x, y〉 est nilpotent. Ainsi xy est un p-e´le´ment de G. Maintenant, supposons que p = 2 et
x2
n
= 1, pour un certain n ∈ N. Ainsi nous avons
(xy)2
n
= x−2
n
(xy)2
n
= yx
2
n
−1
yx
2
n
−2
· · · yxy.
Puisque
〈
a, ab
〉
est nilpotent pour tous a, b ∈ G, d’apre`s la partie (1), on a aba est un 2-e´le´ment, lorsque
a est un 2-e´le´ment de G. Alors yxy est un 2-e´le´ment et donc aussi yx3yx2yxy = (yxy)x2(yxy) est un
2-e´le´ment. Par re´currence, nous obtenons que (xy)2n = yx2
n
−1
yx
2
n
−2
· · · yxy est un 2-e´le´ment et alors xy
est un 2-e´le´ment.
Alors, Tp est un sous-groupe de G. Maintenant supposons a, b deux e´le´ments d’ordres finis dans G, a =∏
p ap et b =
∏
p bp sont leurs decompositions dans un produit de p-e´le´ments, alors d’apre`s la partie (2),
ab =
∏
p
apbp
et les facteurs commutent deux a` deux. Alors ab est d’ordre fini. Il en re´sulte que T est un sous-groupe et T
est le produit direct des Tp.
(4) Supposons que x, y ∈ S ; nous devons montrer que 〈x, y〉 ∈ Nλ. Mais l’ordre de x est premier a` 2,
donc
〈
x2, y
〉
= 〈x, y〉. Alors d’apre`s la partie (1), 〈x, y〉 ∈ Nλ. 
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COROLLAIRE 2.2. – Soit G un groupe satisfaisant la condition (Nλ, 3) ou` λ est un entier positif ou ∞.
1. Si G satisfait la condition maximal sour les sous-groupes abe´liens, alors G est nilpotent.
2. Si G est re´siduaillement (2′-groupe fini), alors G satisfait la condition (Nλ, 1).
3. Si λ est fini et G est re´siduaillement fini alors G localement nilpotent.
De´monstration. – (1) D’apre`s la proposition 2.1 (1),G est un groupe d’Engel. Mais d’apre`s un re´sultat
de Peng (Voir le the´ore`me 7.21 de [4]), G est nilpotent.
(2) Soit x, y deux e´le´ments de G. Alors K := 〈x, y〉 est re´siduaillement (2′-groupe fini). D’apre`s la
proposition 2.1 (1), 〈x2, y〉 est nilpotent (de classe au plus e´gale a` λ). Soit c la classe de 〈x2, y〉 (c ≤ λ,
si λ < ∞). Si N E K tel que K/N est un 2′-groupe fini, donc 〈x2, y〉 /N = K/N . Maintenant K/N
est un groupe nilpotent de classe au plus e´gale a` c. Alors γc+1(K) ≤ N et puisque K est re´siduaillement
(2′-groupe fini), on a γc+1(K) = 1. Il implique que G satisfait la condition (Nλ, 1).
(3) D’apre`s la proposition 2.1, G est un groupe de (λ+ 1)-Engel. Alors d’apre`s un re´sultat de Wilson [5],
G est localement nilpotent. 
PROPOSITION 2.3. – Soit G un groupe satisfaisant la condition (Nn, 3).
1. Si n = 1 alors G est nilpotent de classe au plus e´gale a` 2.
2. Si n = 2 alors G est un groupe 3-Engel. En particulier G est groupe re´soluble de classe au plus 3 et
localement nilpotent.
3. Si n = 3 alors G est un groupe 4-Engel localement nilpotent.
De´monstration. – (1) D’apre`s la proposition 2.1 (1), G2 ≤ Z(G). Mais G′ ≤ G2, il en re´sult que
G ∈ N2.
(2) D’apre`s la proposition 2.1 (2), G est 3-Engel. Maintenant un re´sultat bien connu de Heineken (voir [2])
implique que G est localement nilpotent. Mais d’apre`s la proposition 2.1, G2 ≤ R2(G), ou`
R2(G) = {x ∈ G | [x, y, y] = 1 ∀y ∈ G}
est l’ensemble les e´le´ments 2-Engel a` droite de G. D’apre`s un re´sultat de Kappe (voir le corollaire 1 dans la
page 44 de [4]) R2(G) est un sous-groupe normal de G. Aussi d’apre`s un re´sultat de Levi (voir le corollaire
2 dans la page 45 de [4]) on a R2(G) ∈ N3. Alors G2 est re´soluble de classe au plus 2. Il en re´sult que G
est re´soluble de classe au plus 3.
(3) D’apre`s la proposition 2.1, G est un groupe 4-Engel. Aussi d’apre`s la proposition 2.1, 〈x2, y〉 ∈ N3
pour chaque x, y ∈ G. Il en re´sult que [y, [x2, [x2, y]]] = 1. Alors le lemme 8 de [2] implique que x2 ∈
HP (G) (le radical de Hirsch-Plotkin de G). Il en re´sult que G2 est localement nilpotent. Donc G est un
groupe (localement nilpotent)-par abe´lien. Maintenant un re´sultat de Plotkin [3] qui dit chaque groupe de
radical et Engel est localement nilpotent ache`ve la de´monstration. 
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